Oefeningen Analyse IV

1. Verklaar uitvoerig waarom de aangeduide stappen in de volgende redenering (niet) juist zijn:

Stelling. Zij K een compacte metrische ruimte en f, een continue afbeelding K — R, voor
elke n € N. Als (f,), puntsgewijs convergeert op K naar een continue afbeelding g: K — R,
dan convergeert de rij ook gelijkmatig.

Bewijs. We mogen aannemen dat g = 0 (beschouw desnoods de rij (f, — ¢)n) [1]. Zije > 0
willekeurig. Vergelijken van het gegeven en het te bewijzen leert dat we quantoren wensen te
verwisselen in [2]

(Ve € K)(3N € N)(¥n > N)(|fo(x)] <e).

We stellen daarom Uy = {x € K : (Vn > N)(|fo(2)] < €)}. Omdat f,, continu zijn, zijn
{x € K :|fu(z)| < e} = £, (]—¢,¢[) open [3], en dus is ook Uy open als doorsnede van open
verzamelingen [4]. Bijgevolg is (U, )nen een open bedekking van K [5]. Omdat K compact
is en (U,), stijgend is [6], is dus K E UyU---UUn 8 Uy voor zekere N € N. [9] O
[1] Hoe volgt het algemeen geval uit het geval g = 07

[2] Formuleer het te bewijzen zo dat duidelijk is dat quantoren verwisseld moeten worden.
[3] Waarom is deze verzameling open?

[4] Waarom is Uy een doorsnede van open verzamelingen? Waarom is Uy open?

[5] Waarom is (Up,), een bedekking van K?

[6] Waarom is (U,), stijgend?

[7] Waarom is K CU; U---UUN?

[8] Waarom is U1 U---UUy = Upn?

[9] Hoe volgt de stelling hieruit?

Oplossingen

1: veronderstel dat het geval g = 0 al bewezen is, en neem aan dat f,, — g puntsgewijs. D.w.z.

d(fn(2),9(x)) = [fn(2) = g(2)| = d(fn(z) = g(2),0) = 0 als n — oo,

voor elke z € K. Bijgevolg is f,, — g — 0 puntsgewijs. Omdat bovendien f,, — ¢ continu is (f,,
¢ zijn immers continu), kunnen we het al bewezen geval toepassen en besluiten dat f,, —g — 0
gelijkmatig. Analoog betekent dit dat

dOO(fn - 970) = ||fn - 9”00 = dw(fnag) — 0,
zodat f, — ¢ gelijkmatig.
2: Gegeven is (Ve > 0)(Vz € K)(IN € N)(Vn > N)(|fn(z)| < €).
Te bewijzen is (Ve > 0)(IN € N)(Vz € K)(Vn > N)(|fu(z)] < €).
3: het invers beeld van een open verzameling (hier |—¢, €[) onder een continue afbeelding (hier
fn) is open.

4: Un =Nsniz € K (|fu(@)] <)} =N,sn [n "(—¢,€]). De doorsnede van een willekeurig
aantal open verzamelingen is echter niet noodzakelijk open (voor een eindig aantal geldt dit

wel), bijv. {0} =, cn B(0,1/n).
5: (Vx € K)(3N € N)(¥n > N)(|fn(z)| < €) betekent juist dat (Vo € K)(IN € N)(z € Uy),
dw.z., K CUyenUn-

6: Voor elke N € N geldt:

€Uy <= (VWn>2N)(|fn(z)|<e)= (Yn>N+1)(|fn(z)] <e) < € Unq1.

7: Omdat K compact is, heeft de open bedekking (Up,)nen een eindige deelbedekking (Borel-
Lebesgue).
8: omdat (U, )nen stijgend is.

9: er is aangetoond dat (Ve > 0)(IN € N)(K C Uy), dw.z., (Ve > 0)(IN € N)(Vx € K)(z €
Un), dw.z. (Ve > 0)(IN € N)(Vz € K)(VYn > N)(|fu(z)| <), dw.z., f = 0 0p K.



2. Geef een voorbeeld van een metrische ruimte M en een totaal begrensde rij in M die geen
Cauchy-rij is.

Oplossing

Beschouw een metrische ruimte met tenminste twee elementen z, y (z # y). Dan is de rij
(zn)n = (x,y,2,y,2,9y,...) totaal begrensd, want {z,y} C B(x,e) U B(y,&) voor elke € > 0.
Ze is geen Cauchy-rij, want kiezen we 0 < ¢ < d(z,y), dan is d(zn, 2n+1) = d(x,y) > € voor
elke n € N, zodat niet aan de definitie van Cauchy-rij voldaan is voor deze waarde van €.

3. Zij X, Y genormeerde ruimten en definieer p: X x Y — R: p(z,y) = ||z| x + ||ylly-

(a) Toon aan dat p een norm is op X XY

(b) Toon aan dat de norm p equivalent is met de productnorm ||(z,¥)|| vy op X x Y zoals
gedefinieerd in de cursus.

Oplossing
(al) p(z,y) =0 < |lz|| + |ly|| = 0. Door de eigenschappen van een norm zijn ||z|| > 0 en
llyl]l > 0, zodat

2l +lyl =0 <= [z =yl =0 <= 2=0& y=0 < (z,y) = (0,0).
(a2) voor elke X € K is

pP(A(z,y)) = p(Az, Ay) = [[Az]| + IMyll = [All[z]| + Ayl = A (=]l + lyl) = A p(2,9)

door de norm-eigenschppen van ||.|| y en |||y
(a3)

p((z1,y1) + (22,92)) = p(w1 + 22,91 + y2) = ||1 + 22| + |1 + v2||
<l + w2l + [yl + lly2ll = pl@1, y1) + p(22, y2)

door de driehoeksongelijkheid voor |||y en |||y -

(b) Wegens een eigenschap uit de theorie is te bewijzen dat een constante C' > 0 bestaat zo dat
voor elke (z,y) € X x Y geldt:

p(x,y) <Cl(z,y)l en |(z,9)] < Cp(z,y).

Nu geldt dit voor €' = 2, want [l2]| < max(|lz]],lly]) en [ly| < max(|], |yll), zodat

p(x,y) = [zl + [yl < 2max([lz], [[y]]) = 2[/(z, y)|
1(z, )l = max([lz[[, [ly[l) < [l«]l + [lyll = p(z, y).

4. Toon aan: als een metrische ruimte M eindig veel samenhangende componenten heeft, dan is
elke samenhangende component van M open.
Oplossing
We tonen eerst aan dat elke samenhangende component C' van M gesloten is.
Inderdaad, C' is een samenhangende component, en dus zelf samenhangend. Wegens een eigen-
schap uit de theorie is elke verzameling U met C C U C C dan ook samenhangend; i.h.b. is
dus C zelf samenhangend. Maar C' is een maximale samenhangende deelverzameling van M en
C C C; er volgt dat C = C, m.a.w. C is gesloten.
Uit het gegeven en het feit dat samenhangende componenten een partitie vormen, volgt dat
M de disjuncte unie is van haar samenhangende componenten Ci, ..., Cy. Bijgevolg is een
willekeurige samenhangende component

Cj:M\(ClUCQU"'UCj_lLJCj_HU"'UCN).

eindige unie van gesloten, dus gesloten

C; is dus het complement van een gesloten verzameling, d.w.z. open.



5. Zij Q@ C R™ open. Zij (fn)n een rij van afbeeldingen Q@ — C. Toon aan dat de volgende
uitspraken equivalent zijn:

(a) (fn)n convergeert lokaal gelijkmatig op §2

(b) (Vx € Q) (3U omgeving van x) ((fn)n convergeert gelijkmatig op U).
Oplossing
(a) = (b): het gegeven betekent dat (f,), gelijkmatig convergeert op elke compacte K C €. Zij
x € Q. Het volstaat aan te tonen dat z een compacte omgeving K heeft met K C Q (het volstaat
dan op die K het gegeven toe te passen). Omdat €2 open is bestaat r > 0 zo dat B(x,7) C €.
Zoals elke gesloten bal in een metrische ruimte is B(z,r) gesloten; omdat diam B(x,7) < 2r,
is B(x,r) begrensd. Door de karakterisering van compacte deelverzamelingen van R™ is dus
B(z,r) compact. Omdat B(x,r) C B(z,r) is B(x,r) ook een omgeving van .
(b) = (a): uit het gegeven volgt dat (f,), puntsgewijs convergeert in heel 2. We noemen
de puntsgewijze limiet f. (Omdat gelijkmatige convergentie ook puntsgewijze convergentie
impliceert, zijn de gelijkmatige limieten van (f,,),, ook gelijk aan f.)
Methode 1: zij voor elke z € , U, een omgeving van x waarover (f,), gelijkmatig convergeert.
Uit de definitie van omgeving volgt dat r, > 0 bestaat zo dat B(z,r,) C U,. Ook op B(x,r,)
convergeert (f,)n gelijkmatig.
Zij nu K een willekeurige compacte deelverzameling van 2. We tonen aan dat f,, = f op K.
Omdat K C J,cx B(w,7z), volgt (Borel-Lebesgue) dat K C B(x1,74,)U---UB(xN,7s,) voor
zekere x1,...,xny € K.
Als nu f,, = f op verzamelingen U; en Us, dan is ook f,, = f op Uy U Us. Zij immers € > 0
willekeurig. Uit
(BN, € N)(Va € U)(vn = N)(Ifu(@) — f(@)] < &)
volgt ook dat
(AN e N)(Vz € Uy U Us)(Vn > N)(|fn(z) — f(2)] < &),

want het volstaat N := max(Ny, Na) te kiezen.
Nu weten we al dat f,, = f op elke B(z,r,). Inductief volgt dat f, = f op B(xy,ry,) U U
B(xn,Tzy). Omdat K C B(x1,75,)U---UB(xn,re,) is dus ook f, = f op K.

Methode 2: veronderstel uit het ongerijmde dat een compacte K C § bestaat waarover (f,)n
niet gelijkmatig convergeert naar f. D.w.z.,

(Je > 0)(VN € N)(In > N)(3z € K)(|fu(z) — f(2)] > €).

Voor die € > 0 kunnen we dus achtereenvolgens ny € N kiezen en x1 € K, ny > nj en x5 € K,
ceiy M > N1 €0 Ty, € K met |fr, (%) — f(2m)| > € voor elke m € N. Omdat K compact
is, bestaat een deelrij (z,, )r convergent naar zekere z € K. Omdat f,, = f op een omgeving
U van z, bestaat N € N zo dat |f,(y) — f(y)| < € voor elke n > N en voor elke y € U. Omdat
Ty — T, 18 T, € U voor voldoend grote k. Lh.b. is dus |fn,, (zm,) — f(zm,)| < € voor
voldoend grote k, een strijdigheid.

6. Toon aan dat een deelruimte van een separabele metrische ruimte M zelf separabel is.
Oplossing
Door het gegeven bestaat een dichte aftelbare Q C M. Zij V C M willekeurig. We tonen
aan dat V separabel is. We construeren als volgt een aftelbare dichte deelverzameling S van

V. (Merk op dat de voor de hand liggende kandidaat S := @ NV niet kan voldoen, bijv. als
V =M\Q.) Voor elke n € N en ¢ € Q kiezen we

- B(q,1/n)NV, als B(q,1/n)NV # &
" V, als B(q,1/n)NV = @.

Danis S := {x,4:n € Nen g € Q} C V aftelbaar (want zowel N als @ zijn aftelbaar). Het
volstaat aan te tonen dat S dicht is in V. Zij daartoe willekeurig x € V en n € N. Het volstaat
aan te tonen dat B(z,1/n)NS # @. Omdat Q dicht is in M en z € M, bestaat ¢ € B(z, 3-)NQ.
Omdat B(q, 3-) NV # @ (x behoort ertoe), is 2,4 € B(q, 5 ). Door de drichoeksongelijkheid
is dus xopn,q € B(z,1/n) N S.



